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Wichtige Definitionen und Sätze Analysis 
 

Def.: IRI    (I: Intervall),  CIRIKIf ,:  , Ix 0  
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f ist differenzierbar in I  Ix 
0

:  f differenzierbar in 0x ,    IKIf :'  Ableitung von f    

)(' 00 xfx  ,   )(' 0xf : Ableitung von f in 0x  

 

Rechenregeln: Satz: f, g: IKI    differenzierbar in Ix 0 , IKc  

1) gf   differenzierbar in 0x  mit )(')(')()'( 000 xgxfxgf   

 cf differenzierbar  in 0x  mit )('))('( 00 xcfxcf   

2) gf   differenzierbar in 0x  mit   
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Satz: Rationale Funktionen sind in ihrem Definitionsbereich differenzierbar. 

 

Satz von Rolle: Seien IRba , , ba  , IRbaf ],[:  stetig in (a, b) differenzierbar und 

f(a)=f(b)=0 0)('),(    fba  ( Spezialfall: MWS für f(b)=f(a)=0 ) 

 

Kettenregel: IRfI gf  , )('))((')()'( xfxfgxfg   

 

Mittelwertsatz ( MWS ):  Sei IRbaf ],[:  stetig und ),( baf  sei differenzierbar  
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Steigung der Sekante = Steigung der Tangente 
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Taylorsche Formel 
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Lagrange-Restglied: 
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Cauchy-Restglied: 

1

0
00

)1(

1 )()1(
!

))((
),( 



 


 nn
n

n xx
n

xxxf
xfR 

  

 

 

 

Satz: I=[a,b], f: I IR sei differenzierbar   

1)   )0)('( ),( xfbax f ist monoton wachsend 

2)   )0)('( ),( xfbax f ist streng monoton wachsend 

 

Def.: f:[a,b]  IR. f heisst 

 

Konvex: )()1()())1((],[, yfxfyxfbayx     

  10    

  0)('' xf  

Konkav: )()1()())1((],[, yfxfyxfbayx     

  10   

  0)('' xf  

 

 

Def.: IIR Intervall,  nf : I IK stetig, INn ,  
INn

nf   ist gleichmäßig konvergent auf I 

:  
000 nnmINn   ,  xI      
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Satz: Seien IKxKa
IN

nn 

 00 ,)( 0 . Dann gibt es eine Zahl  r0  sodass die Potenzreihe  
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n xxa  für alle IKx  mit 

rxx  0    absolut konvergent 

 rxx 0   mit einem festen r0  gleichmäßig konvergent 

rxx  0   divergent 

Die Zahl r heisst Konvergenzradius der Potenzreihe und lässt sich ausrechnen durch  
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Identitätssatz für Potenzreihen 
 

Seien 0)(,0
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
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nar >0. Falls für alle IKx   mit 

rxx  0  gilt 





0

0 0)(
n

n

n xxa , folgt: alle na =0, 0INn  

 

Def.: Seien 
21,ZZ  Zerlegungen von I=[a,b]. 

1Z  ist feiner als 
2Z 

1Z 
2Z  

Lemma: 
1Z  feiner als 

2Z     )()( 21 ZSZS  , )()( 21 ZSZS   

    )()( 12 ZSZS  , )()( 21 ZSZS   

Bei feineren Zerlegungen liegen Ober- und Untersumme näher zusammen. 

 

Satz: Riemannsches Integrierbarkeitskriterium Sei f:[a,b]  IR beschränkt  [f 

integrierbar    ),(),(0 zfSzfSz  

   Zerlegung 

   von [a,b] 

 

 

Def.: Riemann-Summen  

Sei  nxxZ ,...,0  Zerlegung von von [a,b] 

bxxax n  ...10  

 kkk xxI ,1  

),...,( 1 n   mit ],[ 1 kkk xx        fm
Ik

k inf  

     fM
Ik

k sup  

Dann heisst  k

n

k

IfZS
k




1

:),(   Riemannsumme zu ),( Z . Also )(),()( ZSZSZS    

 

Def.: Seien a,b IR, a< b, I= [a, b] , f: I IR.   Eine   differenzierbare Funktion  F:I IR 

heisst Stammfunktion von f :  )()(' xfxFIx    

Hauptsatz: 

a) I=[a, b] , f:I IR integrierbar und F:I IR sei Stammfunktion von f 

   b

a

b

a

b

a
xFxFaFbFdxxf )(:)()()()(   

b) I=[a, b] , f: I IR stetig   f integrierbar und f besitzt eine Stammfunktion F, nämlich 

dttfxF

x

a

 )(:)(  , ],[ bax  
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Satz: Partielle Integration 

 
f, g: [a, b]   IR stetig differenzierbar   

a)   dxxgxfxgxfdxxgxf )()(')()()(')(  

b)    

b
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dxxgxfxgxfdxxgxf )()(')()()(')(  

 

 

Satz: Substitutionsformel 

 
F: [a, d]  IR stetig, g: [a, b]  [c, d] stetig differenzierbar und bijektiv. F sei 

Stammfunktion von f   
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Satz: Majorantenkriterium 

 
Seien f, g: [a, b]  IR auf kompaktem Teilintervall integrierbar und es gelte gf   

Es existiere 
b

a

dxxf )(  und 
b

a

dxxf )(  mit  

 

b

a

b
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a

dixgdxxfdxxf )()()(  ( Monotonie ) 

 

 

Satz: Vertauschung von Summation und Integration 

 
I= [a, b], f: I IR stetig, f:= 

INk

nf   gleichmäßig gegen f konvergent   f integrierbar  und  

   
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b
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n

INn

n dxxfdxxfdxxf )()(:)(   „Gliedweise Integration unendlicher 

Reihen bei gleichmäßiger Konvergenz der Reihe“ 
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Satz: I= [a, b], nf : I  IR stetig differenzierbar ( INn  ) 

Es sei  



INn

nff :  punktweise auf I konvergent und 
INn

nf '  sei gleichmäßig konvergent 

  f ist differenzierbar und 










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




INn

n

INn

n xfxfxf )(')()(' ,    Ix  

    


'nn ff  falls   'nf  gleichmäßig konvergent ist. 

 

 

Def.:  CIRIK , , X Vektorraum über IK,  X= nIK =   Xxx n ,...,1   IKxi  ,  ni ,...,1  

 0:  IRX  sei eine Abbildung, die folgende Eigenschaften habe: 

1) 0  xXx  und 0x 0 x  

2) IKXx   ,    xx    ,   nxxxIK  ,...,, 1  

3) yxyxXyx  ,    Dreiecksungleichung 

 

Dann heisst   eine Norm und  ,X  ein normierter Raum.  

( Anschaulich: X = „Länge des Vektors Xx “ ) 

 

Def.: X Vektorraum über IK. Eine Abbildung IKXX  :, heisst Skalarprodukt 

IKXyx    ,,: ,  gelte: 

1) xyyx ,,       Symmetrie 

2) 0, xx  und 00,  xxx  

3) zyzxzyx ,,,    Linearität 

 

Satz:  ,,X  Vektorraum über IK mit Skalarprodukt. Sei  XxxxX ,,:  ist 

eine Norm auf X.   heisst die vom Skalarprodukt induzierte Norm. 

Def.:  ,,X  Raum mit Skalarprodukt. Unter  ,  heisst X ein Prähilbertraum 

 

Def.: Metrische Räume = Mengen mit Abstandsbegriff 

Sei X Menge,  d: XX  0 IR  erfülle die Axiome: 

1) 0),(,   YXdXyx und YXYXd  0),(  

2) ),(),(, XYdYXdXyx     Symmetrie 

3) ),(),(),(,, ZYdYXdZXdXzyx    Dreiecksungleichung 

 

Def.: (X, d) sei metrischer Raum, 0,  Xx  

   ),(:),( YXdXyXB  offene Kugel  um X 

   ),(:),( YXdXyXB  abgeschlossene Kugel  um X 
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Def.:  ),( dXU  offen UXBUx   ),(: 0   („Rand gehört nicht zu U“ ) 

 ),( dXU   abgeschlossen  UXU \::    ist offen 

Def.: ),( dXx , U Umgebung von x Ux:  und es gibt 0  mit UXB ),(  . In 

normierten Räumen ),( X  also 

   xyXyXB ),(  offene Kugel  um X 

   xyXyXB ),(  abgeschlossene Kugel  um X 

 

Def.: 

a) Sei 
INn

IN

n Xx


)(  Folge in (X,d). 
INn
nx


)(  konvergiert gegen x X . 

in (X, d):   UxnnnINnU   00
 

  U Umgebung von X  

   ),(
000 xxd nnnINn   

In normierten Räumen:  xxn  

b) 
IN

INn
n Xx 



)(  konvergiert  in (X, d) :    ),(
000 xxd nnnINnXx   

Def.: 
INn
nx



)(  ist divergent :    
INn
nx



)(  ist nicht konvergent. 

 

Def.: (X, d) sei metrischer Raum, 
IN

INn
n Xx 



)( , XA  

a) x ist Häufungspunkt von 
INn
nx



)( UxnU  ,:  für unendlich viele INn  

     ),(0 xxdINn n  unendlich. 

b) x ist Häufungspunkt von A :    oAXUU  )\(  

    AXXB   )\),((0   enthält unendlich viele verschiedene Punkte. 

 

Satz: Will man zeigen, dass A abgeschlossen ist, wähle beliebige konvergente Folge 
IN

INn
n Ax 



)(  in A, die gegen ein x aus X  konvergiert. 



n

x lim nx  und zeige Ax . 

 

Def.: ),( dXA   AA: { Häufungspunkte von A } heisst Abschluss von A. 

Def.: XA  beschränkt    AxXsup:   

    cxAxIRc   
 

 

Def.: Ein metrischer Raum (X, d) heisst vollständig : Jede Cauchyfolge in X konvergiert  in 

(X, d) gegen ein Xx . 

Def.:  Ein vollständiger normierter Raum heisst  Banachraum.  

 Ein vollständiger Prähilbertraum heisst Hilbertraum. 
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Satz:  1) ),(
2

nIK   ist vollständig. 

 2) )],,([


ba  ist vollständig 

 

Satz: (X, d ) vollständiger metrischer Raum, XA  abgeschlossen  AAdA  ,  

vollständiger metrischer Raum. 

 

Def.: (X, d) und (Y, d’) seien metrische Räume, yxf :  Abbildung, Xx 0 . F heisst stetig 

in 0x       ))(),(('),(: 0000 xfxfdxxdXx  

In normierten Räumen: 




 


   )()( 0000 xfxfxxXx  

 

Def.: (X, d), (Y, d’) metrische Räume, YXf :  stetig Xx:  f stetig in X. 

 

Satz: (X, d), (Y, d’) metrische Räume,  YXf : , Xx 0  

1) f stetig  in 0x    )()(limlim( 00)(
xfxfxx nn

nXx IN

INn
n






 

2) f stetig )(: 1 Uf
offeninY

U

  offen in X 

 

Def.: (X, d ) metrischer Raum, XK  , K ist kompakt :  Jede offene Überdeckung von X 

besitzt eine endliche Teilüberdeckung 











 




 
Ii

s

j

ijIiiii KKX
soffen

Ii
i

1

,...,)( 1
, 

 

Def.: 
Ii
i


)(  überdeckt K 
Ii

iK


 :  

 

Def.: (X, d) metrischer Raum, XK   folgenkompakt  :  Jede Folge 
INn
nx



)( INK  in K 

besitzt eine gegen ein Element Kx  konvergente Teilfolge. 

 

Def.: (X, d) metrischer Raum, XK  total beschränkt :  


n

i

iKxx xBK
leendlichvie

n

1

,...,0 ),(
1



    

 

 

Theorem: (X, d) metrischer Raum, XK  . Dann sind äquivalent: 

1) K ist kompakt 

2) K ist folgenkompakt 

3) K ist vollständig und total beschränkt 
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Satz: (X, d) metrischer Raum, XA   

1) X kompakt, A abgeschlossen   A kompakt 

2) A kompakt   A abgeschlossen 

 

 

Heine-Borel: 
KKkompaktIRK

immer

nnurinIR

n
 

 
 (),(

2  beschränkt und 

abgeschlossen) 
 

 

 


