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Wichtige Definitionen und Satze Analysis

Def.: I c IR (I: Intervall), f:1 ->IKe{IR,C}, x, €
S MM 16y o)

f ist differenzierbar in x, € | X=Xy — == f'(X,)

X£XQ 0

fist differenzierbar in | <= onel f differenzierbar in x,, f":1 — IK Ableitung von f

X, > (%), T'(x,): Ableitung von fin x,

Rechenregeln: Satz: f, g: | — IK differenzierbarin x, e, ce K
1) f £ g differenzierbar in x, mit (f +g)' (%) = f'(X,)+9'(x,)
cf differenzierbar in x, mit (cf')(x,) =cf'(x,)
2) f * g differenzierbar in x, mit (fg)' (%) = £ (%) 9 (%) + (F (%) 9" (%)
Produktregel

3) g(xo);tO:{ij differenzierbar in x, ( ](xo)
g

f
g
_ g(%) (%) — £(%)9'(X,)
9(%)?

A J

Quotie\nftenegel
Satz: Rationale Funktionen sind in ihrem Definitionsbereich differenzierbar.

Satz von Rolle: Seien a,be IR, a<b, f :[a,b]— IR stetig in (a, b) differenzierbar und

f(a)=f(0)=0= Jecqap T (£) =0 (speziatfall: MW fir f(b)=F(a)=0 )

Kettenregel: | ——> f —2£>1IR (go £)'(x)=g'(f (x))* f'(x)

Mittelwertsatz ( MWS ): Sei f :[a,b]— IR stetig und f (ap) Sei differenzierbar

— L f)-f(a) .. f(b)-f(a)
= mit ————==f m=——+——-+~

Ze(a,b) MI b—_a &) b_a
Steigung der Sekante = Steigung der Tangente



Taylorsche Formel

n £ G) ,
f(x) = Z%(x—xow ‘R,
j=0 .

Lagrange-Restglied:

f D (%, + o (X—X,))
(n+1)!

Cauchy-Restglied:

f (%, +o(X=X,))
n!

n+l

Rn+1(f ' X) =

(X_Xo)

Ry (f,x)=

(1-0)"(x=%)""

Satz: I1=[a,b], f: | > IR sei differenzierbar =
1) (Vieqap) F'(X) 2 0) < f ist monoton wachsend

2) (Vyeam f'(X) <0) < fist streng monoton wachsend
Def.: f:[a,b] — IR. f heisst

Konvex: vx,ye[a,b] f (GX+ (1—0') y) < of (X) + (1—6) f (y)

O<oxl
f"'(x)>0

Konkav: Vy yap f (0X+(1=0)Y) 2 of (X) + (1-0) f(Y)

O<oxl
f'(x)<0

Def.: IcIR Intervall, f :1—IKstetig, nelIN, z f, ist gleichmé&Rig konvergent auf |

o V inu) inu)

g>OE|noelem>n>no , Xel <& <¢

Satz: Seien (a,)7, € K™, x, e IK . Dann gibt es eine Zahl 0<r < oo sodass die Potenzreihe

D a,(x—x,)" firalle xe IK mit

n=0

X =Xo|<r absolut konvergent

[X=X|<r—¢ mit einem festen 0 < & <r gleichmaBig konvergent
[X—=Xo|>T divergent

Die Zahl r heisst Konvergenzradius der Potenzreihe und lasst sich ausrechnen durch

[y ! 1 1
r={limg/la,|] Hierbeiist = =o0, = =0
—>00 0 o0




Identitatssatz flir Potenzreihen

- -1
Seien x, € IK,(a, )elK™ und T Z("m \”/‘an‘) >0. Falls fiir alle x e IK mit

nelN

X=X <r gilt Y a,(x—x,)" =0, folgt: alle a,=0, ne IN,
n=0

Def.: Seien Z,,Z, Zerlegungen von I=[a,b]. Z, ist feinerals Z, & Z, > Z,

Lemma: Z, feinerals Z, = S(Z,)>S(Z,), S(Z,)<S(Z,)
S(2,)<8(2,), S(2,)<5(Z,)

Bei feineren Zerlegungen liegen Ober- und Untersumme naher zusammen.

Satz: Riemannsches Integrierbarkeitskriterium Sei f:[a,b] — IR beschrankt= [f
integrierbar < v__,3,5(f,2)-S(f,2)<¢

Zerlegung

von [a,b]

>0

Def.: Riemann-Summen
Sei Z = {x,,..., X, } Zerlegung von von [a,b]

Xo=a<X <..<X,=Db
I :[Xk—ﬂxk]
£~ (G ) Mit & <Dy 0X] M=t o

M, =sup f
1k

Dann heisst S(Z,&):=" f. |I,| Riemannsumme zu (Z,¢). Also S(2)<S(Z,£)<S(2)
k=1

Def.: Seienabe IR, a<b, I=[a, b], f: I>IR. Eine differenzierbare Funktion F:I—>IR
heisst Stammfunktionvonf: < V. _ F'(x) = f(X)

Hauptsatz:
a) I=[a, b], f: > IR integrierbar und F:1 - IR sei Stammfunktion von f

xel

b
= [ f()dx=F(b)-F(@)=[FL =F(x) [
b) I=[a, b], f: | > IR stetig = f integrierbar und f besitzt eine Stammfunktion F, ndmlich

F(x) ::JX. f(t)dt , xe[a,b]



Satz: Partielle Integration

f, g: [a, b] — IR stetig differenzierbar =
a) [ F(0g'()dx=f()g0() -] f'()g(x)dx

b) [ f()g'()dx=[f (gL - [ F(x)g(x)dx

Satz: Substitutionsformel

F: [a, d] — IR stetig, g: [a, b] —[c, d] stetig differenzierbar und bijektiv. F sei
Stammfunktion von f =

a)
[ foodx=[(fog)g'(dy | _ ., =FX)
[(Fea)g'(dy=[f(dx | _  =F(g(y)

b)
d g7 (d)
[f00dx="[(foa)y)g'(Ndy  sustitution = x— g ()
c g7 (c)

Satz: Majorantenkriterium

Seien f, g: [a, b] — IR auf kompaktem Teilintervall integrierbar und es gelte |f|£ g

b b
Es existiere J.‘ f (X)‘dx und I FOAAX mit

j)' f (x)dx

b b
< .” f (X)‘dXSJ-g(X)di ( Monotonie )

Satz: Vertauschung von Summation und Integration

I=[a, b], f: I > IR stetig, f:= Z f, gleichmalig gegen f konvergent = f integrierbar und

kelN

b b b
J f (X)dX = _[( Z fn (X)jdX = Z[J fn (X)dxj ,»QGliedweise Integration unendlicher

a a nelN nelN a

Reihen bei gleichméaRiger Konvergenz der Reihe*
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Satz: I=[a, b], fn . | — IR stetig differenzierbar (ne IN )

Essei [ = Z f, punktweise auf | konvergent und Z fn sei gleichmé&Rig konvergent
nelN nelN

= fist differenzierbar und f*(x) = ( % fn] (x) = Z”:\l fy' (%) . xel

!

(Z fn) = Z(fn') falls Z(fn') gleichmaBig konvergent ist.

Def.: IK e{IR,C}, X Vektorraum tber IK, X= IK"={(x,...,x,)=X} x elK, i=1..,n
o] : X — IR., sei eine Abbildung, die folgende Eigenschaften habe:

1) Vyex X[ =0 und |x|=0 < x=0
) VieaelK Jax|=lefX] aelK ox=(ox,..ax)
3) Yy yex X+ y|<|[x|+|y| Dreiecksungleichung

Dann heisst |Js| eine Norm und (X, |s]) ein normierter Raum.
( Anschaulich: ||X ||= ,Léange des Vektors x e X )

Def.: X Vektorraum tiber IK. Eine Abbildung (e,e): X x X — IK heisst Skalarprodukt
SV, e @ B e IK gelte:

1) (X, y)=(y,x) Symmetrie

2) (x,x)=0 und (x,x)=0<>x=0

3) (ax+py,z) =a(x,z)+ B(y, z) Linearitat

Satz: (X, (s,8)) Vektorraum tiber 1K mit Skalarprodukt. Sei | X [:=/(x,x),x € X = [o|| ist
eine Norm auf X. |e| heisst die vom Skalarprodukt induzierte Norm.
Def.: (X, (s,e)) Raum mit Skalarprodukt. Unter [[s]=./(s,s) heisst X ein Préhilbertraum

Def.: Metrische Raume = Mengen mit Abstandsbegriff
Sei X Menge, d: XxX — IR, erflille die Axiome:

1) V,yexd(X,Y)=0und d(X,Y)=0= X =Y
2) Y, yex (X, Y) =d(Y, X) Symmetrie
3) Y, yzexd(X,Z2) <d(X,Y)+d(Y,Z) Dreiecksungleichung

Def.: (X, d) sei metrischer Raum, xe X,&>0
B(X,&):=1{y e X[d(X,Y) <&} offene & — Kugel um X

B(X,&) = {y € X|d(X,Y) < g} abgeschlossene ¢ — Kugel um X

5



Def.. U < (X,d)offen <=V, ,3,.,B(X,&) cU (,Rand gehort nicht zu U*)
U < (X,d) abgeschlossen «=U =X \U ist offen
Def.: xe(X,d), U Umgebung von x <= xeU und es gibt £ >0 mit B(X,g)cU . In

normierten Raumen (X,|je[) also
B(X,&) = {y e X‘||y—x|| < g} offene & — Kugel um X

B(X,&) = {y € X‘||y— x| < g} abgeschlossene ¢ — Kugel um X

Def.:

IN
a) Sei (Xn) e X Folge in (X,d). (X ) konvergiert gegen xe X .
nelN nelN

in (X, d): & YyInem Vs, Xy €U
U Umgebung von X
SV ooTnen'V d(x X)<é&

&>0

In normierten Raumen: |x, —X| < &

b) (XlN) e X" konvergiert in (X, d) : <> Fyx V0T ain Vs, A (X0, X) <&

Def. (X ) ist divergent : < (X ) ist nicht konvergent.

nelN nelN

Def.: (X, d) sei metrischer Raum, (x,) e X " , Ac X
nelN

a) x ist Haufungspunkt von (XIN) <=V, X, €U fir unendlich viele ne IN
ne

& Y ofn € IN[d(x,,X) < £} unendiich.
b) x ist Haufungspunkt von A : < v, (U\{X)nA=¢
V.(B(X,&)\{X})~ A enthalt unendlich viele verschiedene Punkte.

Satz: Will man zeigen, dass A abgeschlossen ist, wahle beliebige konvergente Folge

IN
( X ) €A in A, die gegen ein x aus X konvergiert. x=1im x, und zeige x € A.

neIN N—o0

Def.. Ac(X,d) A:=Au{ Haufungspunkte von A } heisst Abschluss von A.
Def.. Ac X beschrankt < sup{|X[|x € A}<

3

celR, XeA XH <C

Def.: Ein metrischer Raum (X, d) heisst vollstdndig :< Jede Cauchyfolge in X konvergiert in
(X, d) gegenein xe X..
Def.. Ein vollstdndiger normierter Raum heisst Banachraum.

Ein vollstandiger Prahilbertraum heisst Hilbertraum.



Satz: 1) (IK",[}o[,) ist vollstandig.
2)  ([a,b]|].) ist vollstandig

AXA)

Satz: (X, d) vollstandiger metrischer Raum, A< X abgeschlossen = (A,d
vollstandiger metrischer Raum.

Def.: (X, d) und (Y, d’) seien metrische Raume, f :x—y Abbildung, x, € X . F heisst stetig
in X, <=V, 13,7, [d(x, %) <d=d"(f(x), f(x)) <&]

&>0 xeX

!
In normierten Raumen: V ;50350 ¥ xex [HX - XOH <o= H f(x)—f (Xo)H < 5}

Def.: (X, d), (Y, d’) metrische Rdume, f:X —Y stetig <> V,_y fstetigin X.

Satz: (X, d), (Y, d’) metrische Rdume, f:X —>Y, X, e X

1) fstetig in x, < V( x, )ex N (!]er!o Xy =% = lim f(Xn) = f(xo)

nelN

2) fstetig <V , :f*(U) offenin X

offeniny

Def.: (X, d ) metrischer Raum, K = X , K ist kompakt < Jede offene Uberdeckung von X
besitzt eine endliche Teilliberdeckung

S
& V(Ui),aioﬁen c X|Kc Uai = Elil,...,isel Kc UO'”-

el iel j=1

Def.: (o;) iberdeckt K << Kc UO' i

iel iel

Def.: (X, d) metrischer Raum, K < X folgenkompakt < Jede Folge (XPN) eK™inK
ne

besitzt eine gegen ein Element x € K konvergente Teilfolge.

Def.: (X, d) metrischer Raum, K < X total beschrénkt <

v8>OEIX1,...,XneK Kc U B(Xi J g)

endlichviele i=1

Theorem: (X, d) metrischer Raum, K < X . Dann sind dquivalent:
1) Kist kompakt
2) Kist folgenkompakt
3) Kiist vollstandig und total beschrankt



Satz: (X, d) metrischer Raum, Ac X =
1) X kompakt, A abgeschlossen = A kompakt
2) A kompakt = A abgeschlossen

c(IR"[o],) = Kkompakt? K

nurinIR n

Heine-Borel: beschrankt und

abgeschlossen)



